Bestimmung der Drehachse des Kiefergelenks

Zusammenfassung der Problemstellung

Lässt sich die Drehachse eines Kiefergelenks mittels Videoaufnahmen bestimmen?

Anspruch: Gesucht ist dabei eine Lösung, die kostengünstiger und einfacher zu handhaben ist als die bereits auf dem Markt erhältlichen Geräte. Dabei darf die Abweichung von der effektiven Position der Achse nicht mehr als einen Millimeter betragen.

Aufgrund medizinischer Erfahrung kann dabei angenommen werden, dass die Bewegung des Kiefers bei kleinen Öffnungen(!) eine Drehbewegung ist.

Lösungsvorschlag:

Mit Hilfe zweier digitaler Kameras wird der Kieferbereich des Patienten von der Seite und von vorne gleichzeitig aufgenommen und die Kaubewegung betrachtet. Wir befestigen an den unteren Schneidezähnen des Patienten einen Metallstab, an dessen Ende eine leichte Kugel bekannter Größe befestigt ist. Beim Öffnen des Mundes beschreibt die Bewegung dieser Kugel einen Kreisbogen. Während des Kauens wird der Patient gefilmt und anschließend werden drei Standbilder ausgewählt. Daraus kann der Mittelpunkt des von der Kugel beschriebenen Kreises bestimmt werden, durch den die Drehachse senkrecht verläuft. Die imaginären Durchstoßpunkte der Drehachse auf den Schläfen des Patienten werden dann mit Hilfe von zwei beweglichen, computergesteuerten Lasern auf beide Seiten des Kopfes projiziert.
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Teilprobleme

Folgende Teilprobleme wurden in der Diskussion aufgeworfen und gelöst.

Problem:

Wie kann die Drehbewegung des Kiefers während des Kauens erfasst werden?

Vergleiche dazu die Abbildung 1.

Lösung:

Dem Patienten wird an den unteren Schneidezähnen ein Metallstab aufgeklebt, damit die Messung von der Seite überhaupt erst ermöglicht wird. Dadurch wird die Ausprägung der Bewegung größer und die Messgenauigkeit erhöht. Allerdings muss der Kopf des Patienten beim Kauen fixiert werden, da ansonsten das Messergebnis verfälscht werden kann.

Problem:

Wie kann der Kopf des Patienten befestigt werden, ohne dass die für die Messung interessanten Gesichtbereiche verdeckt werden?

Lösung:

Der Hinterkopf des Patienten muss an einem festen Hintergrund anliegen. Mit einem Band um die Stirn und um die Schläfen wird der Kopf fixiert, sodass lediglich der Unterkiefer beweglich und zugleich für die Kameras sichtbar bleibt.

Problem:

Wie viele Kameras werden benötigt damit die Messung vorgenommen werden kann?

Lösung:

Unsere Überlegungen haben zum Schluss geführt, dass für eine Messung mindestens zwei Ansichten nötig sind. Mit einer Aufnahme von der Seite und einer von vorne können wir die Kieferbewegungen beim Kauen dreidimensional erfassen. Das bedeutet, wir können nicht nur die Kreisbewegung des Kiefers nach unten, sondern auch eine eventuelle Seitwärtsbewegung des Kiefers feststellen, die durch die Schräglage des Kiefergelenks verursacht wird.

Kieferbewegung


Abbildung 1

Problem:

Wie können wir aus den Kaubewegungen auf den Verlauf der Achse schließen?

Lösung:

Zu drei verschiedenen Zeitpunkten, zu denen der Mund unterschiedlich weit geöffnet ist, wird aus den beiden Perspektiven gleichzeitig jeweils ein Bild aufgenommen. 

Da diese Punkte auf einem Kreisbogen liegen und die Kiefergelenksachse senkrecht zur zugehörigen Kreisfläche steht, kann daraus die Lage der Achse berechnet werden. Dazu müssen allerdings die Bilder von der Seite und von vorne jeweils exakt gleichzeitig aufgenommen werden.

Problem:

Wie können wir den Maßstab zwischen Bildern und absoluten Längeneinheiten feststellen?

Lösung:

Da eine Digitalkamera Entfernungen nicht in Orginalgröße wiedergibt, muss das Verhältnis zwischen Bildpunkten und absoluten Größen festgestellt werden. Dazu benötigen wir auf dem Bild ein Objekt, dessen Größe bekannt ist. Da dieses immer in derselben Tiefe wie die Messpunkte liegen muss, ist es das Naheliegendste dieses Objekt an der Spitze des Metallstabes zu befestigen und daran die Bewegungen des Kiefers zu messen.

Problem:

Was ist als Objekt für den Maßstabsvergleich verwendbar?

Lösung:

Wir können als Vergleichsobjekt nur eine Kugel verwenden, deren Durchmesser bekannt ist, weil diese aus jeder Perspektive die gleiche Form hat. Da die Kugel als Messpunkt viel zu groß ist, muss als Messpunkt ihr Mittelpunkt verwendet werden, der leicht aus dem Bild ermittelt werden kann. Die höchste Abweichung, die dabei entstehen kann, beträgt einen halben Bildpunkt, da nur bei einer Kugel mit dem Durchmesser von einer ungeraden Anzahl von Bildpunkten der Mittelpunkt genau in einem Bildpunkt bestimmt werden kann.

Damit der Farbkontrast auf den Bildern zwischen Kugel und Gesicht möglichst stark ist, verwenden wir eine kräftige Farbe. Weil die Empfindlichkeit für (Hell)grün bei Digitalkameras doppelt so hoch wie für Rot und Blau ist, verwenden wir die Farbe Grün.

Problem:

Wie können wir die berechneten Koordinaten mit dem Kopf des Patienten in Beziehung bringen?

Lösung:

Um mit den aus den Bildern erschlossenen Daten rechnen zu können, müssen diese in ein Koordinatensystem eingetragen werden. Deshalb muss ein solches Koordinatensystem mit beliebigem Nullpunkt festgelegt und alle Berechnungen bezüglich diesem Punkt durchgeführt werden.

Da es jedoch für die Berechnung keine Rolle spielt, wo der Ursprung liegt, ist es unser Ziel, den Ursprung so festzulegen, dass negative Zahlenwerte nicht vorkommen können.

Problem:

Wie können wir einen gemeinsamen Maßstab für die beiden Kameras festlegen?

Lösung:

Da die Kameras nicht die gleiche Entfernung zur Kugel haben entsteht auf den Bildern ein Größenunterschied zwischen den beiden Ansichten. Da wir aber den Durchmesser der Kugel kennen, können wir die Größen vereinheitlichen.

Problem:

Wie können wir die Durchstoßpunkte der Drehachse auf den Kopf des Patienten übertragen?

Lösung:

Das manuelle Aufzeichnen der Punkte auf das Gesicht mittels eines markierten Bildpunktes auf dem Monitor führt aus folgenden Gründen zu keinem befriedigenden Ergebnis:

· Da uns nur der Verlauf der Achse und nicht die Breite und die Position des Gesichtes bekannt ist, können wir die Austrittspunkte nicht direkt berechnen.

· Auch mit Hilfe eines auf der Haut aufgeklebten Rasters kann der Arzt den Punkt nicht genügend genau markieren, da sich zum Ersten die Haut und das Raster beim Kauen mitbewegen, und zum Zweiten die manuelle Übertragung der errechneten Koordinaten auf die Haut eine weitere Fehlerquelle darstellt.

· Es ist eine dritte Kamera auf der anderen Profilseite nötig, um auch hier den Punkt auf dem Raster zu kennzeichnen.

Somit sind wir zu dem Ergebnis gekommen, dass die Markierung der Durchstoßpunkte nur mit zwei computergesteuerten Lasern zielführend ist, dessen Strahlen entlang der Achse ausgerichtet werden können. Sie müssen also bezüglich der Achsen des Koordinatensystems beweglich und schwenkbar sein und werden auf den Platten links und rechts vom Kopf montiert. Der Vorteil dieser Methode ist, dass sich keine Fehler ergeben, da wir nur den Achsenverlauf und nicht die Durchstoßpunkte auf der Haut berechnen müssen. Voraussetzung für die Genauigkeit ist, dass der Laser sehr präzise positioniert werden kann. Der Laser projiziert die Durchstoßpunkte auf das Gesicht des Patienten und diese müssen dann nur noch gekennzeichnet werden. Ein kleine Ungenauigkeit könnte sich durch die Verschiebung der Haut beim Aufmalen ergeben, diese ist allerdings unvermeidlich.

Dieser Fehler wäre aber vermeidbar, wenn die Daten über die Lage der Achse direkt auf den Aktuator übertragen würden; schließlich stellen die Punkte auf der Haut nur einen Zwischenschritt dar.

Berechnung
Am vielversprechendsten schien es uns, bei unseren Berechnungen in einem dreidimensionalen Koordinatensystem zuerst die Ebene, auf welcher sich die Messpunkte der Kreisbewegung des Kiefers befinden, zu bestimmen. Als Nächstes berechnen wir den Mittelpunkt des Kreises, auf dem die Messpunkte liegen. Die Normale zur Ebene durch den Kreismittelpunkt stellt die gesuchte Kiefergelenksachse (Drehachse) dar.

Vorgehensweise im Einzelnen

Die Vorgehensweise ist in Abbildung 2 auf Seite 9 dargestellt und setzt sich aus folgenden Rechenschritten zusammen.

1) Bestimmung der Messpunkte mit den Koordinaten P1(x1,y1,z1), P2(x2,y2,z2) und P3(x3,y3,z3) mit Hilfe der Kameradaten. 
x…Vor- und Zurückbewegung des Kiefers
y…Hin- und Herbewegung des Kiefers
z…Auf- und Abbewegung des Kiefers

2) Berechnung der Ebene ax+by+cz=d, auf der der Kreis liegt: Dazu müssen wir das folgende unterbestimmte Gleichungssystem lösen. Wir wählen d als unabhängige Variable und setzen sie gleich 1.
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3) Erstellung zweier Geraden g1 und g2, die jeweils durch die Messpunkte P1,P2 und P1,P3 verlaufen.

Wir berechnen die Richtungsvektoren 
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 der Geraden g1 und g2
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und erhalten daraus die Geraden: 
[image: image6.wmf]1

1

1

v

P

g

a

+

º

 und 
[image: image7.wmf]2

2

2

v

P

g

b

+

º


4) Berechnung der Streckenmittelpunkte 
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5) Berechnung der Normalvektoren 
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 sind durch die folgenden unterdefinierten Gleichungssysteme bestimmt:
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 EINBETTEN Equation.3  [image: image17.wmf]ï
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 EINBETTEN Equation.3  [image: image19.wmf]ï
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Eine Komponente der Normalvektoren ist dabei unbestimmt und da die z-Kom-ponente nicht null sein kann, setzen wir sie z=1.

(Hinweis: Skalarprodukt null bedeutet, dass die Vektoren senkrecht aufeinander stehen.)

6) Erstellung der Mittelsenkrechten m1 , m2 , auf g1 und g2, durch M1, M2:
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7) Durch Schneiden der beiden Mittelsenkrechten erhält man den Mittelpunkt K des Kreises, der auf der Kieferdrehachse liegt. 
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8) Aus dem Normalvektor auf die Ebene d und den Mittelpunkt K erhalten wir die Parameterdarstellung der gesuchten Kiefergelenksachse. 
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9) Nun berechnen wir noch die Schnittpunkte S1 und S2 der Achse mit den Ebenen, auf denen sich die Laser bewegen.
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Abbildung 2
Bestimmung des Koordinatensystems

Wir sind zu dem Schluss gekommen, dass es am einfachsten ist, wenn wir den Ursprung des Koordinatensystems von vorne gesehen auf der linken Seite, von der Seite gesehen unten am Hinterkopf festlegen. Somit erhalten wir keine negativen Koordinaten.



Das Bezugssystem wurde im Verhältnis 32:24 festgelegt, weil dies dem Bildformat der Digitalkamera (4:3) entspricht. Dadurch können wir das gesamte Bezugssystem und seine Begrenzungslinien auf das Bild bringen, dies ist zur Verwertung der Bilddaten nötig. Zur Erhöhung der Bildqualität müssen Scheinwerfer eingesetzt werden. Außerdem müssen die Kameras im Untersuchungsraum fix installiert werden. Als nächstes müssen wir mit Hilfe eines (externen) Programms die genauen Koordinaten der drei Messpunkte bestimmen (in Pixel, ausgehend von unserem zuvor festgelegten Koordinatensystem). Sobald wir diese ermittelt haben, ist es uns möglich die genaue Position und Lage der Kiefergelenksachse zu berechnen. Anhand dieser können wir unsere Laser ausrichten. Nun müssen wir nur noch die Punkte am Kopf des Patienten mit Hilfe eines Stiftes einzeichnen.

Messungenauigkeiten und Rundungsfehler

Als wir das Programm erstellt hatten, setzten wir einige erfundene aber unserer Meinung nach realistisch Werte ein und berechneten daraus die Koordinaten für die Laser. Anfänglich waren wir mit unseren Ergebnissen sehr zufrieden. Als wir dann in unserem Programm auflösungsbedingte Messungenauigkeiten simulierten, merkten wir, dass das Programm sehr sensibel auf diese Abweichungen reagierte. Der Grund dafür ist, dass die Messpunkte auf einem sehr kleinen Kreisbogen liegen. Das bedeutet, dass sowohl die Ebene, als auch der Kreismittelpunkt nur äußerst ungenau bestimmt werden können. Anschließend haben wir die diversen möglichen Fehlerquellen diskutiert:

1. Haben wir realistische Werte eingesetzt?

2. Wie können wir genügend genaue Messdaten erhalten?

3. Ist das Programm selbst fehlerfrei?

4. Ist es notwendig, mehrmals zu filmen und die Ergebnisse zu mitteln?

1. Wir haben dieses Bild genauer analysiert und daraus erkannt, dass unsere angenommenen Werte unrealistisch waren, weil wir die Rückwärtsbewegung des Kiefers unterschätzt haben.
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2. Wir haben zuerst einen zu großen Bildausschnitt und eine zu niedrige Auflösung gewählt. Dadurch dass der Kreisbogen sehr kurz ist, haben sich die daraus resultierenden Fehler gravierend auf den Verlauf und die Position der Kieferachse ausgewirkt. Deshalb haben wir den Aufnahmebereich eingeschränkt, um das Verhältnis Millimeter zu Bildpunkte zu verkleinern und so die Genauigkeit zu erhöhen. Zudem haben wir die heute technisch mögliche Auflösung von 4000 x 3000 vorausgesetzt. Eine höhere Auflösung würde zu noch präziseren Resultaten führen.

3. Anfangs hatten wir aufgrund der unrealistischen Ergebnisse einen Programmfehler vermutet. Es hat sich aber herausgestellt, dass sich die Fehler aus den vorher genannten unrealistischen Datenwahl ergaben. Dies haben wir festgestellt, indem wir auf dem Papier ein Beispiel durchgerechnet haben und ausgehend vom Kreismittelpunkt, durch den die Achse verläuft, drei Punkte auf dem Kreis berechnet haben. Diese Punktkoordinaten haben wir anschließend in das Programm eingegeben und dieses hat uns den Kreismittelpunkt ausgerechnet, von dem wir ausgegangen sind. Kleinste Abweichungen vom Ausgangspunkt sind auf Rundungsfehler im Programm zurückzuführen. Diese sind für die genaue Positionierung der Laser aber irrelevant. Diese Tatsache hat bewiesen, dass der Algorithmus des Programms korrekt ist.

4. Trotz der Einschränkung des Aufnahmebereiches und der höheren Auflösung bleibt noch eine maximale Abweichung von 4 Millimetern in der Tiefe (x-Richtung) und 2 Millimeter in der Höhe (z-Richtung) bei der Ermittlung der Koordinaten für den Laser. Daher ist es nötig, die Kaubewegung des Patienten mehrmals aufzunehmen und die Messpunktdaten oder die Zwischenergebnisse bzw. Endergebnisse zu mitteln. Am sinnvollsten erscheint es uns, die Endergebnisse, also die berechneten Positionierungskoordinaten des Lasers, zu mitteln.

Schlussbemerkung

In diesen vier Tagen haben wir einen Lösungsvorschlag für dieses Problem ausgearbeitet. Daher können wir sagen, dass es im Prinzip möglich ist, die Kiefergelenksachse mit Hilfe von Digitalkameras zu bestimmen. Als Voraussetzung für diese Lösungsmethode gilt, dass die Kieferbewegung bei kleinen Öffnungen kreisförmig ist. Außerdem werden an die benötigten Instrumente hohe technische Anforderungen gestellt. Die Laser müssen über eine sehr präzise Feinmechanik verfügen und es müssen Digitalkameras mit höchster Auflösung verwendet werden. Nur so ist die geforderte Präzision von einem Millimeter als maximale Abweichung erreichbar. Insofern wird diese Methode nicht preiswerter als die traditionellen Methoden sein. Dies könnte sich allerdings in den nächsten Jahren mit der Weiterentwicklung der Digitalkameras und der Verbesserung von deren Auflösung ändern.

Ein Vorteil unserer Methode ist es, dass sie auch bei Patienten eingesetzt werden kann, die schon in kieferorthopädischer Behandlung sind und eine feste Klammer auf den Zähnen installiert haben.

Ein zweiter Vorteil ist, dass die Kaubewegung nicht von der technischen Vorrichtung behindert und somit das Ergebnis nicht verfälscht wird.

Mit dieser Methode (Laser) können die Durchstoßpunkte der Drehachse zwar auf die Haut projiziert werden, es ist aber auch möglich, die Daten direkt auf den Aktuator, mit dem die Kaubewegung simuliert wird, zu übertragen. Dadurch könnte man auf den Laser verzichten und damit wäre diese Lösung sogar preisgünstiger als die traditionellen Geräte.

Berechnungsbeispiele der Positionierungskoordinaten der Laser mit und ohne Fehlersimulation und verschiedenen Größen der Aufnahmebereiche

Die Fehlersimulation besteht darin, dass die ungünstigste Abweichung der Punktkoordinaten in alle drei Dimensionen angenommen wird; diese Abweichung hängt von der gewählten Auflösung ab.

Koordinaten der Messpunkte in Zentimetern


geschlossen
halboffen
Offen

X
18,00
17,85
17,20

Y
12,00
11,87
17,72

Z
6,00
5,00
4,00

Berechnungsergebnisse des Programmes mit und ohne Fehlersimulation in Zentimetern

Bildgröße in cm

ohne Fehlersimulation
mit Fehlersimulation
Differenz

32*24
x
14,56042
13,83369
0,72673


y
32,00000
32,00000
0,00000


z
3,39623
3,68396
0,28773








x
15,84039
16,09564
0,25525


y
0,00000
0,00000
0,00000


z
7,36424
7,25918
0,10506

Bildgröße in cm

ohne Fehlersimulation
mit Fehlersimulation
Differenz

28*21
x
14,72042
14,19500
0,52542


y
32,00000
32,00000
0,00000


z
3,89223
4,09981
0,20758








x
15,84039
16,06242
0,22203


y
0,00000
0,00000
0,00000


z
7,36424
7,27284
0,09140

Bildgröße in cm

ohne Fehlersimulation
mit Fehlersimulation
Differenz

24*18
x
14,88041
14,52365
0,35676


y
32,00000
32,00000
0,00000


z
4,38824
4,52872
0,14049








x
15,84039
16,02959
0,18920


y
0,00000
0,00000
0,00000


z
7,36424
7,28634
0,07790

Qbasic-Programm zur Berechnung der Laserpositionen an den Seiten und zur Fehleranalyse

DECLARE SUB MessFehlerSimulieren ()

DECLARE SUB SchnittpunkteDrehachseBerechnen ()

DECLARE SUB NormalVektorenBestimmen ()

DECLARE SUB ErstelleGleichungssystem ()

DECLARE SUB ParameterBerechnen ()

DECLARE SUB KreisMittelpunktBerechnen ()

DECLARE SUB MittelpunktBestimmen ()

DECLARE SUB GeradeBestimmen ()

DECLARE SUB MittelsenkrechteBestimmen ()

DECLARE SUB EbeneBerechnen ()
Deklaration der Subprozeduren

CONST BildBreite = 24

CONST Bildhoehe = 18

CONST AufloesungBreite = 4000

CONST Aufloesunghoehe = 3000
Konstanten für Fehleranalyse

TYPE Ebenetyp

  a AS DOUBLE

  b AS DOUBLE

  c AS DOUBLE

END TYPE

TYPE PunktTyp

  x AS DOUBLE

  y AS DOUBLE

  z AS DOUBLE

END TYPE

DIM SHARED zu AS PunktTyp

DIM SHARED halb AS PunktTyp

DIM SHARED offen AS PunktTyp

DIM SHARED Ebene AS Ebenetyp

DIM SHARED RVZuHalboffen AS PunktTyp

DIM SHARED RVZuOffen AS PunktTyp

DIM SHARED MPZuHalboffen AS PunktTyp

DIM SHARED MPZuOffen AS PunktTyp

DIM SHARED NVZuHalboffen AS PunktTyp

DIM SHARED NVZuOffen AS PunktTyp

DIM SHARED MPDZuHalboffen AS DOUBLE

DIM SHARED MPDZuOffen AS DOUBLE

DIM SHARED NVQuadratZuHalboffen AS DOUBLE

DIM SHARED NVQuadratZuOffen AS DOUBLE

DIM SHARED MPDNVZuHalboffen AS DOUBLE

DIM SHARED MPDNVZuOffen AS DOUBLE

DIM SHARED NVZuHalboffenXZuOffen AS DOUBLE

DIM SHARED Parameter AS DOUBLE

DIM SHARED mpkreis AS PunktTyp

DIM SHARED SPLinks AS PunktTyp

DIM SHARED SPRechts AS PunktTyp

CLS 
Deklarationen der Variablen  und Typen

INPUT "Geben Sie den x Wert bei geschlossenem Mund ein: "; zu.x

INPUT "Geben Sie den y Wert bei geschlossenem Mund ein: "; zu.y

INPUT "Geben Sie den z Wert bei geschlossenem Mund ein: "; zu.z

INPUT "Geben Sie den x Wert bei halboffenem Mund ein: "; halb.x

INPUT "Geben Sie den y Wert bei halboffenem Mund ein: "; halb.y

INPUT "Geben Sie den z Wert bei halboffenem Mund ein: "; halb.z

INPUT "Geben Sie den x Wert bei offenem Mund ein: "; offen.x

INPUT "Geben Sie den y Wert bei offenem Mund ein: "; offen.y

INPUT "Geben Sie den z Wert bei offenem Mund ein: "; offen.z
Einlesen der Variablen

MessFehlerSimulieren

EbeneBerechnen

GeradeBestimmen

MittelpunktBestimmen

NormalVektorenBestimmen

ErstelleGleichungssystem

ParameterBerechnen

KreisMittelpunktBerechnen

SchnittpunkteDrehachseBerechnen
Ausführen der Sub-Prozeduren



PRINT

PRINT "Die Koordinaten des Lasers auf der rechten Seite sind folgende: "

PRINT "x = "; SPRechts.x

PRINT "y = "; SPRechts.y

PRINT "z = "; SPRechts.z

PRINT "Die Koordinaten des Lasers auf der linken Seite sind folgende: "

PRINT "x = "; SPLinks.x

PRINT "y = "; SPLinks.y

PRINT "z = "; SPLinks.z

PRINT

PRINT mpkreis.x

PRINT mpkreis.y

PRINT mpkreis.z

END
Ausgabe der Ergebnisse



Subprozeduren

SUB MessFehlerSimulieren

  Zu.x = zu.x + .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  zu.y = zu.y - .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  zu.z = zu.z - .5 * (Bildhoehe / Aufloesunghoehe)

  halb.x = halb.x - .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  halb.y = halb.y + .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  halb.z = halb.z + .5 * (Bildhoehe / Aufloesunghoehe)

  offen.x = offen.x + .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  offen.y = offen.y - .5 * (BildBreite / AufloesungBreite)

  offen.z = offen.z - .5 * (Bildhoehe / Aufloesunghoehe)

END SUB
Es wird untersucht, wie sich die Endergebnisse bei verschiedenen Auflösungen und verschiedenen Bildgrößen verändern, wenn man davon ausgeht, dass bei der Bildverarbeitung eine durchschnittliche Messabweichung von einem halben Pixel entstehen kann

SUB EbeneBerechnen

  Ebene.a = (zu.y * (halb.z - offen.z) + halb.y * (offen.z - zu.z) + offen.y * (zu.z - halb.z)) / (zu.x * (halb.y * offen.z - offen.y * halb.z) + halb.x * (offen.y * zu.z - zu.y * offen.z) + offen.x * (zu.y * halb.z - halb.y * zu.z))

  Ebene.b = -(zu.x * (halb.z - offen.z) + halb.x * (offen.z - zu.z) + offen.x * (zu.z - halb.z)) / (zu.x * (halb.y * offen.z - offen.y * halb.z) + halb.x * (offen.y * zu.z - zu.y * offen.z) + offen.x * (zu.y * halb.z - halb.y * zu.z))

  Ebene.c = (zu.x * (halb.y - offen.y) + halb.x * (offen.y - zu.y) + offen.x * (zu.y - halb.y)) / (zu.x * (halb.y * offen.z - offen.y * halb.z) + halb.x * (offen.y * zu.z - zu.y * offen.z) + offen.x * (zu.y * halb.z - halb.y * zu.z))

END SUB
Bei der Berechnung der Koeffizienten der Ebenen wurden die Lösungen für a, b und c nach folgendem Gleichungssystem berechnet und d = 1 gesetzt:
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SUB GeradeBestimmen

  RVZuHalboffen.x = (halb.x - zu.x)

  RVZuHalboffen.y = (halb.y - zu.y)

  RVZuHalboffen.z = (halb.z - zu.z)

  RVZuOffen.x = (offen.x - zu.x)

  RVZuOffen.y = (offen.y - zu.y)

  RVZuOffen.z = (offen.z - zu.z)

END SUB
Bestimmung der Richtungsvektoren der Geraden aus der Differenz der Messpunkte P1P2 und P2P3.

SUB MittelpunktBestimmen

  MPZuHalboffen.x = .5 * (zu.x + halb.x)

  MPZuHalboffen.y = .5 * (zu.y + halb.y)

  MPZuHalboffen.z = .5 * (zu.z + halb.z)

  MPZuOffen.x = .5 * (zu.x + offen.x)

  MPZuOffen.y = .5 * (zu.y + offen.y)

  MPZuOffen.z = .5 * (zu.z + offen.z)

END SUB
Bestimmung des Mittelpunktes nach der Formel:
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SUB NormalVektorenBestimmen

  NVZuHalboffen.x = (Ebene.b * RVZuHalboffen.z - RVZuHalboffen.y * Ebene.c) / (Ebene.a * RVZuHalboffen.y - RVZuHalboffen.x * Ebene.b)

  NVZuHalboffen.y = (RVZuHalboffen.x * Ebene.c - Ebene.a * RVZuHalboffen.z) / (Ebene.a * RVZuHalboffen.y - RVZuHalboffen.x * Ebene.b)

  NVZuHalboffen.z = 1

  NVZuOffen.x = (Ebene.b * RVZuOffen.z - RVZuOffen.y * Ebene.c) / (Ebene.a * RVZuOffen.y - RVZuOffen.x * Ebene.b)

  NVZuOffen.y = (RVZuOffen.x * Ebene.c - Ebene.a * RVZuOffen.z) / (Ebene.a * RVZuOffen.y - RVZuOffen.x * Ebene.b)

  NVZuOffen.z = 1

END SUB
Für die Berechnung des Richtungsvektors der Mittlesenkrechten benötigen wir die Lösungen des Gleichungssystems
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wobei a, b und c die Koeffzienten der Ebene, (, ( und ( die Komponenten des Richtungsvektors der Geraden durch die Messpunkte sind und z = 1 gesetzt werden kann.

SUB ErstelleGleichungssystem

  MPDNVZuHalboffen = (MPZuHalboffen.x - MPZuOffen.x) * NVZuHalboffen.x + (MPZuHalboffen.y - MPZuOffen.y) * NVZuHalboffen.y + (MPZuHalboffen.z - MPZuOffen.z) * NVZuHalboffen.z

  MPDNVZuOffen = (MPZuHalboffen.x - MPZuOffen.x) * NVZuOffen.x + (MPZuHalboffen.y - MPZuOffen.y) * NVZuOffen.y + (MPZuHalboffen.z - MPZuOffen.z) * NVZuOffen.z

  NVQuadratZuHalboffen = NVZuHalboffen.x ^ 2 + NVZuHalboffen.y ^ 2 + NVZuHalboffen.z ^ 2

  NVQuadratZuOffen = NVZuOffen.x ^ 2 + NVZuOffen.y ^ 2 + NVZuOffen.z ^ 2

  NVZuHalboffenXZuOffen = NVZuHalboffen.x * NVZuOffen.x + NVZuHalboffen.y * NVZuOffen.y + NVZuHalboffen.z * NVZuOffen.z

END SUB
Ausgehend von den Geradengleichungen der beiden Mittelsenkrechten kann der Mittelpunkt des Kreises berechnet werden. Dies entspricht der Auffindung einer Lösung für ein Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 5 Unbekannten. Derive ist nicht in der Lage eine allgemeine Formel für die Lösung in einem solchen Fall anzugeben und deshalb mußten wir das Problem umformulieren.

Die Punkt-Richtungsform der Mittelsenkrechte
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in der die Punkte M1 und M2, sowie die Richtungsvektoren bekannt sind, wurde nach dem Parameter  
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 aufgelöst, mit:
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SUB ParameterBerechnen

  Parameter = (NVQuadratZuOffen * MPDNVZuHalboffen – NVZuHalboffenXZuOffen * MPDNVZuOffen) / (NVZuHalboffenXZuOffen ^ 2 - NVQuadratZuHalboffen * NVQuadratZuOffen)

END SUB


SUB KreisMittelpunktBerechnen

  mpkreis.x = MPZuHalboffen.x + Parameter * NVZuHalboffen.x

  mpkreis.y = MPZuHalboffen.y + Parameter * NVZuHalboffen.y

  mpkreis.z = MPZuHalboffen.z + Parameter * NVZuHalboffen.z

END SUB
Nachdem der Parameter berechnet worden ist, wird er in die Punkt-Richtungsform der Mittelsenkrechten eingesetzt und somit der Mittelpunkt des Kreises berechnet.

SUB SchnittpunkteDrehachseBerechnen

  SPLinks.x = mpkreis.x - (Ebene.a * mpkreis.y) / Ebene.b

  SPLinks.y = 0

  SPLinks.z = mpkreis.z - (Ebene.c * mpkreis.y) / Ebene.b

  SPRechts.x = Ebene.a * (BildBreite - mpkreis.y) / Ebene.b + mpkreis.x

  SPRechts.y = BildBreite

  SPRechts.z = Ebene.c * (BildBreite - mpkreis.y) / Ebene.b + mpkreis.z

END SUB
Aus der Punkt-Richtungsformel der Drehachse und der Gleichung der Seitenebenen wird die Laserposition an den Seiten berechnet, damit diese Werte anschließend auszugegeben.
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